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Notations

— My, (R) désigne I’espace vectoriel des matrices carrées d’ordre n de termes réels, n est un entier, n > 1.

— L’espace vectoriel R" sera muni de la norme euclidienne, c’est-a-dire, en désignant les vecteurs de R" par des
matrices colonnes :

I 1
X9 n 2
x| ix - (zxz) .
: i=1
Tn
AX
— L’espace vectoriel .#,,(R) sera muni de la norme d’opérateur associée, pour A € .#,(R), ||A| = u
xern\f0} [IX]|

— Il sera admis que pour tout couple de matrices A et B de .#,,(R), 'inégalité || AB|| < ||A||||B|| a lieu.

Partie I
Quelques propriétés de I’exponentielle de matrices

Soient A et B deux matrices de ., (R).

. 1
1. (a) Etablir que la série de matrices de terme général Uy, défini par Uy = I,, U, = gAk avec k € N* est
convergente. '
Soit exp(A) la somme de cette série : exp(A) = o
=0

(b) Démontrer 'inégalité : || exp(A)|| < exp(||4]|)

) 1
(c) Etablir la relation : Bexp(A) = Z EBAIC .
k=0 "

Quelle conclusion y-a-t-il lieu d’en tirer sur les matrices exp(A;) et exp(Asz), lorsque A; et Ay sont deux
matrices semblables ?

2. 1l sera admis que si deux matrices A et B commutent, alors :
exp(A + B) = exp(A) exp(B)

Soient les trois matrices de .Z3(R) :

1 00 110 010
D=|020],E=1021],F=]1001
00 3 0 0 3 0 00

Calculer exp(D) et exp(F’), comparer exp(E) et le produit exp(D) exp(F').



>k
3. Soit f4 la fonction de R dans ., (R) définie par: f4(z) = Z %Ak.
k=0

(a) Etablir que f4 est continue de R dans ., (R).

T

(b) Exprimer, en fonctionde f4(z) etde I,,,'expression A [ fa(t)dt otz est unréel, en déduire que la fonction
0
fa, est dérivable et calculer sa dérivée.

Montrer que f4, est indéfiniment dérivable.

4. (a) Soit 6 un réel donne et soit Cy la matrice de .Z5(R) : Cp = (_09 g)

Calculer exp(Cy). Est-ce que l'application A — exp A de .#,(R) dans ., (R) est injective ?

(b) Soit A une matrice de .#,(R).
Démontrer que la matrice exp(A) — I,, peut s’écrire A(I,, + S4). Etablir qu’il existe un réel a (v > 0) tel
que || A|| < a implique [|S4|| < 1.

(c) Soit T une matrice de .#,(R), établir que si | 7| < 1, la matrice I, +7T est inversible ( démontrer par exemple
que le seul vecteur X de R" tel que (I,, + T") X est nul, est le vecteur nul ).

(d) Soit M une matrice appartenant a la boule ouverte B(O, «) de centre la matrice nulle O et de rayon «, «
est le réel défini dans a I’alinéa (b), établir que 1’égalité entre les matrices exp(M) et I,, est équivalente a la
nullité de M.

5. Soient B et H deux matrices données de .#,(R) et soit k un entier, ¥ > 1; soit g5, I’application de R dans ., (R)
définie par :
ge(z) = (B + zH)".

Les deux matrices B et H ne sont pas supposées commutables.

(a) Etablir que la fonction g;, est continiiment dérivable ; calculer les dérivées des fonctions g1, go, g3 puis de la
fonction gy.
(b) En déduire 'inégalité :
I(B + H)* — B|| < k| HI|I(|BI| + [|H|)".

6. Soit z un réel, z > 0, soit T'(A, ) la matrice définie par la relation :

T(A,z) = %(exp(xA) .

(a) Démontrer que la fonction = — T'(A, x) se prolonge par continuité en 0. Donner un majorant simple de sa
norme en utilisant ’expression de T'(A, x) au moyen d’une intégrale ( par exemple ).
(b) Soit k£ un entier, kK > 1, en remarquant la relation :

(1 54) et = o (31) - (45)] - o ()]

et en utilisant 'inégalité établie en I.5., déterminer la limite de la suite de matrices de terme général :
1 \*
(In—i-kA) , ke N

(c) Démontrer que lapplication A — det A ( det A est le déterminant de A ) est une application continue de
My(R) dans R.

k k

En déduire la valeur du déterminant de la matrice exp(A).

1 1
Déterminer le développement limité en — de det | I, + A), contenant les deux premiers termes.

7. Soit x unréel, x > 0. Soit U(A, B, x) la matrice définie par la relation :

U(A, B, z) = %(exp(:vA). exp(zB) — I — 2(A + B)).



(a) Démontrer que la fonction x — U (A, B, x) se prolonge par continuité en 0, donner un majorant de sa norme.
(b) Soit k£ un entier, k > 1, déterminer, lorsque k croit indéfiniment, la limite de 'expression :

po= foo (L) oo (18] - [+ a2

(c) En déduire, lorsque k£ croit indéfiniment, la limite de la suite des matrices :

k
Qr = [exp <]1€A> exp <11€B>] .
Partie II

Groupes a un parametre

Soit G un sous-groupe de GL,,(R), G est dit groupe a un paramétre s’il existe un morphisme continu et surjectif du
groupe additif R dans G, G est muni de la distance induite par la norme de ., (R).
Le but de cette partie est de montrer, aprés avoir donnée I’exemple du sous-groupe f4(RR), que tout sous-groupe a
un paramétre est de ce type.
1. Démontrer que, pour une matrice A donnée de .#,,(R), 'application f4 est un morphisme continu du groupe additif
(R, +) dans GL,,(R), en déduire que f4(R) est un groupe a un parametre.
2. Démontrer que le groupe &, (2) des matrices orthogonales de déterminant 1 est un groupe a un paramétre. Déter-
miner une matrice A telle que f4(R) soit 0 (2).
3. Soit v un rel strictement positif, donner un exemple de fonction g, positive continiiment dérivable, définie sur R,
nulle en dehors de 'intervalle [—a, o] et telle que :

/a Go(w)du = 1.

—Q

Vérifier brievement que les fonctions g,, et g/, sont uniformément continues sur toute la droite réelle.
Soit ® un morphisme du groupe additif R dans GL,,(R), continu pour la distance induite dans GL,,(R) par la norme
de ., (R). Soient M,, et, pour tout rel ¢, 1 () les matrices définies par les relations :

« t+a
M, = / gD (—u)du,  (t) = / g(t — ) B(u)du.

—

4. (a) Soit tg un réel donné (to > 0), démontrer que si ¢t € [—tp,%o],ona:

to+a
P(t) = / g(t — u)®(u)du.
—to—«
(b) Démontrer que la fonction ) : ¢ — 1)(t), définie dans R, est continiment dérivable
(c) Etablir les relations : 1(t) = M,®(t) = ®(t)M,.
5. (a) Démontrer que la matrice M, admet une limite, lorsque le rel v tend vers 0.
(b) Montrer qu’il est possible de choisir « de facon que M, soit inversible.
(c) En déduire que le morphisme @, de R dans GL,,(R), est contintiment dérivable.
6. (a) Désignons par A la matrice ®’(0). Calculer ®'(t).
(b) En fonction ®(t). Justifier le résultat.

PARTIE III

Algebres de Lie

Une algébre de Lie sur R est un espace vectoriel .o réel muni de la loi de composition interne, notée [., .|, de & x &/
dans o7 : (X,Y) — [X, Y] possédant les propriétés P :



Py : (X,Y) — [X,Y] est une application bilinéaire
Py :V(X,Y) € of x o, [X,Y] = [V, X]
Py V(XY Z)e o x o x o, [X,|Y,Z]| +|Y,[Z,X]|+ [Z,[X,Y]] = 0.

Le but de cette partie est de donner des exemples d’algebres de Lie et de montrer qu’une algébre de Lie peut étre
construite a partir d’'un groupe.
1. Démontrer que I’espace vectoriel de toutes les matrices .7, (R) est une algébre de Lie lorsque la loi de composition
interne [., .| est 'application :
(A,B) — AB — BA.

2. Démontrer que I'espace vectoriel ' des matrices de trace nulle et ’espace vectoriel F' des matrices antisymétriques
sont des algébres de Lie pour cette méme loi de composition [, .].

3. Soit G un sous-groupe du groupe GL,(R), fermé dans ., (R). Soit g I'ensemble des matrices A de .#,,(R) telles
que l'espace image f4(R) soit contenu dans G :

g={AecA(R)| fa(R)CG}.

(a) Démontrer que 'ensemble g n’est pas vide.

(b) Démontrer que g est un espace vectoriel réel.

(c) Enadmettant la propriété : pour tout couple de matrices A et B de .#,,(R), exp(AB — BA) est la limite lorsque
Pentier k croit indéfiniment de la suite des matrices :

o () 15) (L) (1)

établir que g est une algebre de Lie .
4. Soit G I'ensemble des matrices carrées d’ordre n de déterminant égal a 1 (c’est-a-dire SL,,(R) ).
Démontrer que GG est un sous-groupe fermé, déterminer I’algébre de Lie g.
5. Soit g I'algébre de Lie des matrices antisymétriques (question II1.2.), montrer que pour toute matrice antisymétrique
A. il existe une relation simple entre la matrice exp A et sa matrice transposée {(exp A). En déduire un sous-groupe
G fermé qui peut servir a construire g comme dans la question IIL.3. .

FIN DU PROBLEME



